
Opgaven bij het college Kwantummechanica 3

Week 13

Opgave 26 : Rotaties in de spinorruimte

Dirac-spinoperator = generator van rotaties in de spinorruimte

Beschouw de Dirac-vergelijking voor vrije spin-1/2 deeltjes. Voer vervolgens een ruimtelijke

rotatie uit over een infinitesimale hoek δα rond een as georiënteerd langs de eenheidsrich-

ting ~en . Onder deze infinitesimale rotatie transformeren de ruimtelijke componenten van

de plaatsvector xµ overeenkomstig

~x → ~x ′ = ~x + δα (~en×~x) .

(i) Herschrijf deze infinitesimale transformatie in de vorm x′µ = Λµ
ν x

ν
≈ xµ + δωµ

ν x
ν

en laat zien dat

δωµ
ν =















0 als µ = 0 ∨ ν = 0

− δα
3
∑

l=1

ǫjkl eln als µ = j ∧ ν = k
(j , k = 1 , 2 , 3) ,

met behulp van de volledig antisymmetrische coëfficiënt ǫjkl die is gedefinieerd in

vergelijking (294) van het dictaat.

Hint: je mag hierbij gebruiken dat (~en×~x)
j =

3
∑

k, l=1

ǫjlk elnx
k .

(ii) Leid hieruit af dat de bijbehorende infinitesimale transformatiekarakteristiek van de

Dirac-spinoren in de Dirac-representatie wordt gegeven door

ψ′(x′) =
(

I −
i

~
δα

3
∑

l=1

eln Ŝ
l
)

ψ(x) , met Ŝl =
~

2

(

σl Ø

Ø σl

)

.

Hint: gebruik vergelijkingen (311) en (304) uit het dictaat, alsmede
3
∑

j,k=1

ǫjklǫjkl
′

= 2δll
′

.

(iii) De transformatiekarakteristiek voor rotaties over een eindige hoek α wordt dan

ψ′(x′) = exp
(

−iα~en · ~̂S/~
)

ψ(x) .

Neem de rotatiehoek tenslotte gelijk aan α = 2π en laat zien dat de spinor-transfor-

matiematrix S(Λ) dan gelijk is aan − I . (Komt dit resultaat je bekend voor?)

Hint: expandeer de e-macht met behulp van de identiteit (~σ · ~en)
2 = I en gebruik

cos(z) =

∞
∑

k=0

(−1)k z2k/(2k)! , sin(z) =

∞
∑

k=0

(−1)k z2k+1/(2k+1)! .
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Opgave 27 : Commensurabele observabelen in de vrije Dirac-theorie

Vrije Dirac-deeltjes zijn te beschrijven m.b.v. energie, impuls en heliciteit

Beschouw de Dirac-theorie voor vrije spin-1/2 deeltjes, met Hamilton-operator

Ĥ = c~α · ~̂p + βmc2 .

De spinoperator ~̂S voor Dirac-spinoren voldoet aan de commutatierelaties

[

β, Ŝj
]

= 0 en
[

αk, Ŝj
]

= i~
3
∑

n=1

ǫkjnαn (j , k = 1 , 2 , 3) ,

met ǫkjn gedefinieerd als in vergelijking (294) van het dictaat.

Laat dan zien dat Ĥ , ~̂p en ~̂p · ~̂S commensurabele operatoren zijn.

Opgave 28 : Ladingsconjugatie en de Dirac-vergelijking

De verborgen beschrijving van tegengestelde lading in de Dirac-theorie

Beschouw de Dirac-vergelijking voor spin-1/2 deeltjes met lading q en rustmassa m onder

invloed van een klassiek elektromagnetisch veld:

(

i~∂/ −mc− qA/(x)
)

ψ(x) = 0 , (1)

waarbij Aµ(x) de reële elektromagnetische 4-vectorpotentiaal is. Gebruik vervolgens dat

in de Dirac-representatie geldt dat

(γµ)∗ =







γµ als µ = 0 , 1 , 3

− γµ als µ = 2
en dus γ2(γµ)∗ = − γµγ2

om de volgende vragen te beantwoorden.

(i) Laat zien dat de ladingsgeconjugeerde Dirac-spinor ψ
C
(x) ≡ γ2ψ∗(x) voldoet aan

de ladingsgëınverteerde vergelijking

(

i~∂/ −mc+ qA/(x)
)

ψ
C
(x) = 0 .

Let wel: ψ∗(x) houdt complexe conjugatie in en niet hermitische conjugatie.

(ii) Wat gebeurt er met ψ(x) als er twee keer ladingsconjugatie wordt toegepast?

(iii) Neem aan dat het elektromagnetisch veld statisch is, d.w.z. Aµ(x) = Aµ(~r ), en dat

ψ(−E)(x) = exp(iEt/~)













ψ1(~r )

ψ2(~r )

ψ3(~r )

ψ4(~r )













≡ exp(iEt/~)

(

ψ
U
(~r )

ψ
D
(~r )

)
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een stationaire oplossing van vergelijking (1) is met negatieve energie −E .

– Wat gebeurt er met de energie van deze oplossing onder ladingsconjugatie?

– Wat doet ladingsconjugatie met de 2-dimensionale componenten ψ
U

en ψ
D
?

– Beredeneer dat in de Dirac-theorie de verwachtingswaarde van de spinoperator ~̂S

van teken omklapt bij de overgang van ψ(−E)(x) naar ψ(−E)
C

(x).

Hint: gebruik dat σ2σkσ2 = −(σk)∗ voor k = 1 , 2 , 3.

Uit een negatieve-energietoestand kan dus door middel van ladingsconjugatie

een positieve-energietoestand worden geconstrueerd met tegengestelde lading en

tegengestelde spinverwachtingswaarde.
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