Opgaven bij het college Kwantummechanica 2
Week 2

Opgave 4: Oscillatie en resonantie tussen twee toestanden!!!

Gegeven is de tijdsonafhankelijke Hamilton-operator

H = E 1)1 + E2[2)2] + C|1)(2] + C2)(1 (Ey, By, C>0),

waarbij |1) en |2) twee orthonormale toestanden zijn. Beschouw nu uitsluitend toestanden
in de 2-dimensionale ruimte opgespannen door |1) en |2). Deze toestanden zijn derhalve te
beschrijven door middel van 2-dimensionale toestandsvectoren. Bovenstaande Hamilton-

operator werkt op deze 2-dimensionale toestandsvectoren als een 2x2 matrix.

(i) Leid af dat deze 2x2 matrix de volgende vorm heeft:

H = B C .
C B,

(ii)) Deze symmetrische matrix is te diagonaliseren door te roteren:
1) = cos@|y) + sinflp_) en [|2) = —sinf|hy) + cosb|y_) @eR),

waarbij |¢1) de eigenvectoren zijn bij de energie-eigenwaarden F.. Laat zien dat

deze energie-eigenwaarden worden gegeven door

E, = %(E1+E2j:e), met & = \/(El—E2)2+4CQ.

(iii) Stel het systeem zit op het tijdstip ¢ = 0 in de toestand |1), zodat [¢(0)) = [1).
— Laat zien dat op tijdstip ¢t de toestandsvector wordt gegeven door
[(t)) = cosl exp(—iEit/h)|4) + sinf exp(—iE_t/h) ) .

— Leid hieruit af dat de kans Py (t) = [(2]|1(t))|* om het systeem op tijdstip ¢ in

de toestand |2) aan te treffen het volgende oscillatiegedrag vertoont:

Py (t) = sin®(20)sin®(et/2h) .

Hint: gebruik dat sin(2z) = 2sin(x)cos(x) en cos(2z) = 1 — 2sin?(z).
— Wat is dan de kans Pj;(t) dat het systeem in de toestand |1) is gebleven?

In het collegedictaat zal dit resultaat worden gebruikt bij de behandeling van

v, ~Vr neutrino-oscillaties.



(iv) Waarom verandert de energieverwachtingswaarde van het systeem niet in de tijd?

(v) Stel er treedt op het tijdstip ¢ populatie-inversie op, d.w.z. Py (') = 1.

— Waaraan moet de rotatichoek 6 dan voldoen?

— Uitdaging: beredeneer aan de hand van de energieverwachtingswaarde van het

systeem dat populatie-inversie alleen kan optreden als E; = FEs.

(vi) Stel dat inderdaad geldt dat F; = E, = E. Laat met behulp van de voorgaande

onderdelen zien dat de toestandsvector dan als volgt evolueert in de tijd:
(t)) = exp(—iEt/h)(cos(Ct/h) 1) — i sin(Ct/h) |2>) .
Hint: vind de eigenvectoren en gebruik dat exp(ia) = cos(a)+i sin(a) voor « € IR.

(vii) Vind het eerste tijdstip ¢ > 0 waarvoor populatie-inversie optreedt.

We hebben hier te maken met een resonante situatie die een belangrijke rol

zal spelen bij de bespreking van de NHs-maser.

Opgave 5: Continu energiespectrum en instabiliteit

Beschouw een geisoleerd systeem dat op tijdstip £ = 0 door middel van een energiemeting

met meetfout A in de volgende toestand is gebracht:

00 1/V2A  als E€[E—-A,
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Hier zijn £ en A positieve reéle constanten. Verder zijn {|vg) : E € R} de energie-
eigenfuncties van het systeem bij de continue energie-eigenwaarden FE. Deze eigenfuncties

zijn op een d-functie genormeerd: (Yg|Yp) = I(E — E').
(i) Laat zien dat de toestandsfunctie [1)(0)) netjes op één genormeerd is.

(ii) Toon aan dat de kans om het systeem op tijdstip ¢ > 0 nog steeds in de oorspron-
kelijke toestand aan te treffen wordt gegeven door
2 2

P(t) = ’/OodE lc(E)|* exp(—iEt/R)| = tQFLAZ sin?(tA/h) .

(iii) Overlegvraag: leg uit waarom de kans P(t) effectief afneemt in de tijd, zodat het
effectief steeds minder waarschijnlijk wordt om het systeem in de oorspronkelijke

toestand aan te treflfen.

(iv) Geef aan wat er in de limiet A0 met P(¢) gebeurt en wat hier de fysische inter-

pretatie van is.



