Opgaven bij het college Analytische Mechanica
Week 3

Opgave 7: Hamiltonianen en totale energie

Beschouw een systeem met uitsluitend conservatieve krachtvelden. Geschreven in termen

van Cartesische coordinaten wordt de Lagrangiaan van dit systeem gegeven door
. 1 o .
L({;} A#}) = 5 Y omyit = V({a}) = T({a}) - V({}) -
J

(i) Laat zien dat de Hamiltoniaan H = 3, p,; i — L({z;},{&;}) overeenkomt met
de totale energie van het systeem, hetgeen gegeven wordt door de som E =T 4V

van kinetische en potentiéle energie

(ii) Leg uit dat deze totale energie een behouden grootheid is.

(ili) Ga vervolgens over op de gegeneraliseerde codrdinaten g, = gi({z;},t). Gebruik de
relatie p,, = > i Da (8xj / 8qk) om het volgende te bewijzen:

: dr: O .
zk:qu% = zj:pxj<%—%> = QT_ZPIJ-%.

(iv) Onder welke voorwaarde is H' = >, pg, gr — L nu gelijk aan de totale energie?

Opgave 8: Rotatiesymmetrie en behoud van impulsmoment

Beschouw een 3-dimensionaal N-deeltjessysteem met Cartesische coordinaten 7,...,7y.
Deze coordinaten voldoen aan randvoorwaarden van het type fi({7;}) = 0. Afgezien
van de bijbehorende reactiekrachten heeft het systeem uitsluitend conservatieve krachten
die in de Lagrangiaan zijn opgenomen. Neem aan dat zowel de potentiaal V({r;}) als
de randvoorwaarden f({7;}) = 0 invariant zijn onder een infinitesimale rotatie van alle

plaatsvectoren over een constante hoek d¢ rond de vaste eenheidsrichting €, :
Vom(t) — () + 00 (8 x (1)) = () + 075(t) -
J
(i) Leg uit dat ook de kinetische energie invariant is onder deze infinitesimale rotatie.

(ii) Welke collectieve grootheid is op grond hiervan behouden?

Hint: gebruik de vectoridentiteit @- (b x &) =b-(Exa)=¢-(@xb).



Opgave 9: Rotaties van een star lichaam

De rotatie van een star lichaam kan worden beschreven in termen van de tijdsathankeli-

jkheid van een drietal hoeken ¢, ¢ en v, de zogenaamde hoeken van Euler (zie later).

Stel de Lagrangiaan van het beschouwde systeem heeft de volgende gedaante:

L = %Il (192+gb2sin219) + %IQ (gbcosﬁ‘—l—zﬁf— Acost ,

waarbij I; en I, (constante) traagheidsmomenten zijn. De eerste twee termen represen-
teren de kinetische energie van de rotatie, terwijl de term Acos? de potentiéle energie
van het systeem is. Neem verder aan dat alle voor de beweging relevante krachten hier zijn

meegenomen.
(i) Bepaal de drie cyclische variabelen van deze Lagrangiaan.
(ii) Welke twee impulsen zijn dus behouden?
(iii) Laat zien dat geldt dat

. Py — Py COSV S
= £ v en + pcost =
7 I, sin? 0 Ve

Py
I

(iv) Leid vervolgens af dat de bewegingsvergelijking behorende bij de hoek ¥(t) de vol-
gende vorm heeft:

cos
I, sin® ¥

Dy

I — v
! I, sin

(pgo—prOSﬁ)Q + (pgp—pwcosﬁ) — Asind = 0.
(v) Gebruik onderdeel (i) om te laten zien dat de totale energie E = T 4+ V' van het

starre lichaam een behouden grootheid is.



